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AlberiAlberi
�� Gli alberi sono una struttura matematica che gioca un ruolo moltGli alberi sono una struttura matematica che gioca un ruolo molto o 

importante nella progettazione e nell’analisi di algoritmi:importante nella progettazione e nell’analisi di algoritmi:

–– Gli alberi sono spesso utilizzati per descrivere proprietGli alberi sono spesso utilizzati per descrivere proprietàà dinamichedinamiche
deglidegli algoritmialgoritmi..

–– SpessoSpesso utilizziamoutilizziamo sturtturesturtture datidati cheche rappresentanorappresentano
implementazioniimplementazioni concrete concrete didi alberialberi..

�� QuestoQuesto tipotipo didi ADT lo ADT lo incontriamoincontriamo nellanella vita vita didi tuttitutti i i giornigiorni::

–– LL’’alberoalbero genealogicogenealogico delladella propriapropria famigliafamiglia ((dada cui cui derivaderiva la la maggiormaggior
parteparte delladella terminologiaterminologia impiegataimpiegata nellanella teoriateoria deglidegli alberialberi).).

–– NeiNei torneitornei sportivisportivi

–– Per Per rappresentarerappresentare ll’’organigrammaorganigramma didi aziendeaziende..

–– Per Per rappresentarerappresentare ll’’analisianalisi sintatticasintattica deidei linguaggilinguaggi didi
programmazioneprogrammazione..

–– Il file system Il file system didi un un sistemasistema operativooperativo..

–– gerarchiegerarchie

–– ……..
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Tipi di AlberiTipi di Alberi

�� Esistono diversi tipi di alberi, ed Esistono diversi tipi di alberi, ed èè importanteimportante
distingueredistinguere tratra modellomodello astrattoastratto e e modellomodello concretoconcreto
((ovveroovvero tratra modellomodello matematicomatematico e e 
implementazioneimplementazione).).

�� In In ordineordine didi generalitgeneralitàà decrescentedecrescente distinguiamodistinguiamo::
–– AlberiAlberi..

–– AlberiAlberi con con radiceradice..

–– AlberiAlberi ordinatiordinati..

–– AlberiAlberi MM--ariari e e binaribinari..
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AlberoAlbero

�� Definizione: Un albero Definizione: Un albero èè un un insiemeinsieme non non vuotovuoto didi
verticivertici ed ed archiarchi cheche soddisfasoddisfa alcunealcune proprietproprietàà::
–– Un Un verticevertice (o(o nodonodo) ) èè un un oggettooggetto semplicesemplice cheche puòpuò

essereessere dotatodotato didi un un nomenome, e , e didi unauna informazioneinformazione
associataassociata ((denominatadenominata spessospesso chiavechiave o o keykey).).

–– Un Un arcoarco èè unauna connessioneconnessione tratra due due nodinodi..

nodo

nodo nodo nodo

nodo nodo

arco
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Cammino in un alberoCammino in un albero

�� Definizione: un Definizione: un camminocammino nell’albero nell’albero èè unauna sequenzasequenza didi
verticivertici distintidistinti, in cui i , in cui i verticivertici successivisuccessivi sonosono connessiconnessi dada
un un arcoarco delldell’’alberoalbero..

�� La La proprietproprietàà cheche definiscedefinisce un un alberoalbero èè quellaquella per cui per cui esisteesiste
esattamenteesattamente un un camminocammino cheche connetteconnette ogniogni coppiacoppia didi nodinodi..
–– Se tra una coppia di nodi Se tra una coppia di nodi esiteesite pipiùù didi un un camminocammino, , parliamoparliamo didi grafigrafi

((trattatitrattati nellenelle prossimeprossime lezionilezioni).).

�� Un Un insiemeinsieme didi alberialberi disgiuntodisgiunto sisi chiamachiama forestaforesta..

nodo

nodo nodo nodo

nodo nodo

albero nodo

nodo nodo nodo

nodo
nodo

grafo
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Alberi: definizioniAlberi: definizioni

�� Un albero Un albero con radicecon radice èè un un alberoalbero in cui un in cui un particolareparticolare nodonodo vieneviene
identificatoidentificato come la come la radiceradice o o rootroot delldell’’alberoalbero ((sonosono le le strutturestrutture
classicamenteclassicamente utilizzateutilizzate in in informaticainformatica).).

�� In un In un alberoalbero con con radiceradice, , ogniogni nodonodo èè la la radiceradice didi un un sottoalberosottoalbero formatoformato
daldal nodonodo medesimomedesimo e e dada tuttitutti i i nodinodi ad ad essoesso sottostantisottostanti..

�� EsisteEsiste un solo un solo camminocammino tratra la la radiceradice e e ognunoognuno deglidegli altrialtri nodinodi
delldell’’aberoabero..

radice

foglia foglia nodo

foglia foglia
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Alberi: definizioniAlberi: definizioni

�� Diciamo che un nodo Diciamo che un nodo nn11 èè sottosotto nn22 ((nn22 èè soprasopra nn11) ) 
se se nn22 èè nelnel camminocammino tratra nn11 e la e la radiceradice..

�� OgniOgni nodonodo trannetranne la la radiceradice ha un solo ha un solo nodonodo soprasopra
didi se, se, dettodetto nodonodo padrepadre..

�� I I nodinodi appenaappena sotto un sotto un datodato nodonodo sonosono dettidetti nodinodi
figlifigli..

�� I nodi senza figli vengono detti I nodi senza figli vengono detti foglie.foglie.

x

y z u

k p

• x è è soprasopra y, z, uy, z, u
•• k e p k e p sonosono sotto usotto u
• x è padre è padre didi y, z, uy, z, u
•• y,z,uy,z,u sonosono figlifigli didi xx
• y, z, k, p sono foglie
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Alberi: definizioniAlberi: definizioni

�� Un albero Un albero èè ordinatoordinato se se èè un un alberoalbero con con radiceradice e e 
se se èè specificatospecificato ll’’ordineordine deidei figlifigli didi ciascunciascun nodonodo..

�� Se Se ogniogni nodonodo devedeve avereavere un un numeronumero specificospecifico NN didi
figlifigli, , parliamoparliamo didi alberoalbero NN--arioario..
–– Un caso particolare Un caso particolare èè ll’’alberoalbero binariobinario, dove , dove 

N = 2.N = 2.
�� La distinzione tra alberi ordinati ed alberi NLa distinzione tra alberi ordinati ed alberi N--ari ari 

riguarda il numero di figli di ciascun nodo:riguarda il numero di figli di ciascun nodo:
–– In un albero ordinato i nodi possono avere un numero In un albero ordinato i nodi possono avere un numero 

arbitrario di figli.arbitrario di figli.
–– In un albero In un albero NN--arioario il numero di figli il numero di figli èè esattamenteesattamente N.N.
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Alberi binariAlberi binari

�� Un albero binario Un albero binario èè un un alberoalbero ordinatoordinato formatoformato dada
due tipi due tipi didi nodinodi::
–– Nodi terminali foglie.Nodi terminali foglie.
–– Nodi interni con due figli. Dato che i due figli sono Nodi interni con due figli. Dato che i due figli sono 

ordinati parleremo di:ordinati parleremo di:
�� Figlio di sinistraFiglio di sinistra
�� Figlio di destraFiglio di destra

x

y u

k ps q

• y figlio sinistro di x
• u figlio destro di x
• k figlio sinistro di u
• p figlio destro di u
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Rappresentazione di alberi binariRappresentazione di alberi binari

x

y z

degf

rksh

x

Y z

de

k r

GF

sh
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Rappresentazione di alberi binariRappresentazione di alberi binari

struct Node {
int data;
Node * parent;
Node * left;
Node * right;
Node(int d) {

data = d;
parent = NULL;
left = right = NULL;

}
}; 

Node

left data right

parent

Puntatore a parent
sarà utile per realizzare
alcuni algoritmi in modo efficiente
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AlgortimiAlgortimi di attraversamento di alberidi attraversamento di alberi

�� Problema: dato un puntatore ad un nodo di un Problema: dato un puntatore ad un nodo di un 
albero, scandire in modo sistematico ogni nodo albero, scandire in modo sistematico ogni nodo 
dell’albero una ed una sola volta.dell’albero una ed una sola volta.

�� Soluzione:Soluzione:

void traverse(Node * h, void visit(Node *)) {
if (h == (Node *)NULL) return;
visit(h);
traverse(h->left, visit);
traverse(h->right, visit);

}
1414

AlgortimiAlgortimi di attraversamento di alberidi attraversamento di alberi

�� Abbiamo diversi Abbiamo diversi modimodi per attraversare un per attraversare un 
albero:albero:
–– PreordinePreordine ((preorderpreorder)): visitiamo prima il nodo e : visitiamo prima il nodo e 

poi i sottoalberi di sinistra e di destra.poi i sottoalberi di sinistra e di destra.

–– Inordine (Inordine (inorder)inorder): visitiamo prima il sottoalbero : visitiamo prima il sottoalbero 
di sinistra, poi il nodo, ed infine il sottoalbero di di sinistra, poi il nodo, ed infine il sottoalbero di 
destra.destra.

–– Postordine (Postordine (postorder)postorder): visitiamo prima i : visitiamo prima i 
sottoalberi di sottoalberi di sinitrasinitra e di destra, poi il nodo.e di destra, poi il nodo.

1515

AlgortimiAlgortimi di attraversamento di alberidi attraversamento di alberi

A

B C

F G

L M

D E

H I

• Preorder:
A B D H I E C F L M G 

• Inorder:
H D I B E A L F M C G

• Postorder:
H I D E B L M F G C A
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Algoritmi ricorsivi di attraversamento Algoritmi ricorsivi di attraversamento 
di alberi binaridi alberi binari

void preorder(Node * h, void visit(Node *)) {
if (h == (Node *)NULL) return;
visit(h);
prorder(h->left, visit);
preorder(h->right, visit);

}
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Algoritmi ricorsivi di attraversamento Algoritmi ricorsivi di attraversamento 
di alberi binaridi alberi binari

void inorder(Node * h, void visit(Node *)) {
if (h == (Node *)NULL) return;
inorder(h->left, visit);
visit(h);
inorder(h->right, visit);

}
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Algoritmi ricorsivi di attraversamento Algoritmi ricorsivi di attraversamento 
di alberi binaridi alberi binari

void postorder(Node * h, void visit(Node *)) {
if (h == (Node *)NULL) return;
postorder(h->left, visit);
postorder(h->right, visit);
visit(h);

}
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Algoritmi non ricorsivi di Algoritmi non ricorsivi di 
attraversamento di alberi binariattraversamento di alberi binari

�� Gli algoritmi ricorsivi sono molto “intuitivi” per lavorare su Gli algoritmi ricorsivi sono molto “intuitivi” per lavorare su 
strutture strutture ricorsivericorsive. . 

�� PerPerò a ò a voltevolte sonosono pocopoco efficientiefficienti a a causacausa delldell’’eccessivoeccessivo
usouso dellodello stack stack cheche necessitanonecessitano ((variabilivariabili localilocali, , puntopunto didi
ritornoritorno, , ……).).

�� Per Per sopperiresopperire a a questiquesti problemiproblemi, , sisi possonopossono pensarepensare
algoritmialgoritmi iterativiiterativi cheche possonopossono fare un fare un usouso esplicitoesplicito didi unouno
stack (stack (memorizzomemorizzo solo solo quelloquello cheche mi serve).mi serve).

�� NelNel seguitoseguito vedremovedremo come come scriverescrivere unauna versioneversione iterativaiterativa
delldell’’algoritmoalgoritmo ““traversetraverse”” ricorsivoricorsivo cheche abbiamoabbiamo vistovisto prima.prima.
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Algoritmi non ricorsivi di Algoritmi non ricorsivi di 
attraversamento di alberi binariattraversamento di alberi binari

void traverse(Node * l, void visit(Node *)) {
ts = new tree_stack();
tree_push(ts, l);
while( ! is_empty(ts) ) {

l = tree_pop(ts);   
visit(l);
if ( l->left != NULL) tree_push(ts, l->left);
if ( l->right != NULL) tree_push(ts, l->right);

}
}
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Considerazioni sull’algoritmo Considerazioni sull’algoritmo 
“traverse” iterativo “traverse” iterativo 

�� Lo schema proposto Lo schema proposto èè unouno schema schema concettualeconcettuale. . 
GliGli algoritmialgoritmi preorder, preorder, inorderinorder, , postorderpostorder iterativiiterativi sisi
possonopossono ottenereottenere dallodallo schema schema propostoproposto via via 
semplificazionisemplificazioni..
–– NellNell’’attraversamentoattraversamento preoderpreoder non non cc’è’è bisognobisogno didi

effettuareeffettuare la push la push suisui nodinodi cheche visitiamovisitiamo..
�� EsercizioEsercizio::

–– ProvareProvare a a scriverescrivere gligli algoritmialgoritmi preorder, preorder, postorderpostorder, , 
inorderinorder non non ricorsiviricorsivi a a partirepartire dallodallo schema schema concettualeconcettuale
propostoproposto..

–– ProvarliProvarli susu un un alberoalbero didi provaprova e e verificareverificare cheche i i risultatirisultati
prodottiprodotti dalladalla versioneversione ricorsivaricorsiva ed ed iterativaiterativa coincidonocoincidono..
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Ulteriori tecniche di attraversamento Ulteriori tecniche di attraversamento 
di un alberodi un albero

�� Un modo alternativo per visitare un albero Un modo alternativo per visitare un albero 
consiste nel visitare i nodi secondo l’ordine in cui consiste nel visitare i nodi secondo l’ordine in cui 
essi appaiono sulla carta scandendo gli elementi essi appaiono sulla carta scandendo gli elementi 
dalla cima al fondo e da sinistra verso destra.dalla cima al fondo e da sinistra verso destra.

�� Questo metodo prende il nome di Questo metodo prende il nome di levellevel--orderorder, in , in 
quanto i nodi di ciascun livello sono visitati uno quanto i nodi di ciascun livello sono visitati uno 
dopo l’altro.dopo l’altro.

�� La caratteristica di La caratteristica di quest’quest’ algoritmo consiste nel algoritmo consiste nel 
fatto che fatto che non non corrisponde ad una corrisponde ad una 
implementazione legata alla struttura implementazione legata alla struttura ricorsivaricorsiva
dell’albero.dell’albero.
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Attraversamento Attraversamento levellevel--orderorder

A

B C

F G

L M

D E

H I

• Attraversamento level-order
A B C D E F G H I L M
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Attraversamento Attraversamento levellevel--orderorder

�� Domanda: Domanda: èè possibilepossibile ottenere l’ottenere l’algorimtoalgorimto
levellevel--orderorder dall’algoritmo “traverse” iterativo dall’algoritmo “traverse” iterativo 
precedente?precedente?

�� Risposta:Risposta:
–– Si sostituendo lo Si sostituendo lo stackstack con una coda.con una coda.



5

2525

Attraversamento Attraversamento levellevel--orderorder

void level-order(Node * l, void visit(Node *)) {
ts = new tree_queue();
tree_put(ts, l);
while( ! is_empty(ts) ) {

l = tree_get(ts);   
visit(l);
if ( l->left != NULL) tree_put(ts, l->left);
if ( l->right != NULL) tree_put(ts, l->right);

}
}
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Algoritmi di utilitAlgoritmi di utilitàà susu alberialberi

�� Molti dei problemi che operano sugli alberi Molti dei problemi che operano sugli alberi 
ammettono soluzioni: ammettono soluzioni: 
–– ricorsivericorsive che ne sfruttano la struttura che ne sfruttano la struttura ricorsivaricorsiva..

–– del tipo del tipo divide divide etet imperaimpera che generalizzano gli che generalizzano gli 
algoritmi di attraversamento.algoritmi di attraversamento.
�� Analizziamo un albero partendo dalla radice, per poi Analizziamo un albero partendo dalla radice, per poi 

esaminare (esaminare (ricorsivamentericorsivamente) i suoi sottoalberi.) i suoi sottoalberi.

�� Possiamo eseguire calcoli, prima dopo o fra le Possiamo eseguire calcoli, prima dopo o fra le 
chiamate chiamate ricorsivericorsive..

2727

Algoritmi di utilitAlgoritmi di utilitàà susu alberialberi

�� Spesso capita di dover calcolare i valori di Spesso capita di dover calcolare i valori di 
alcuni parametri strutturali di un albero, alcuni parametri strutturali di un albero, 
partendo dal nodo radice.partendo dal nodo radice.
–– Calcolare il numero di nodi dell’albero.Calcolare il numero di nodi dell’albero.
–– Calcolare l’altezza di un albero.Calcolare l’altezza di un albero.
–– Stampare un albero.Stampare un albero.
–– Disegnare un albero.Disegnare un albero.

�� Nel seguito Nel seguito vederemovederemo algoritmi atti a algoritmi atti a 
risolvere questi problemi.risolvere questi problemi.
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Calcolo numero nodi di un alberoCalcolo numero nodi di un albero

�� Il problema del calcolo del numero di nodi di Il problema del calcolo del numero di nodi di 
un albero un albero èè moltomolto semplicesemplice::

int count( Node * l ) {
if (l == NULL) return 0;
return count(l->left) + count(l->right) + 1;

}

�� Questo semplice algoritmo non dipende Questo semplice algoritmo non dipende 
dall’ordine delle chiamate dall’ordine delle chiamate ricorsivericorsive. . 
Scambiando Scambiando leftleft con con rightright il risultato non il risultato non 
cambia.cambia.
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Calcolo dell’altezza di un alberoCalcolo dell’altezza di un albero

�� Definizione: il Definizione: il livellolivello di un albero di un albero èè paripari ad 1 ad 1 pipiùù ilil
livellolivello del padre, del padre, intendendointendendo cheche la la radiceradice ha ha 
livellolivello 0. 0. LL’’altezzaaltezza didi un un alberoalbero èè paripari al al massimomassimo
tratra i i livellilivelli didi tuttitutti i i suoisuoi nodinodi..

int height (Node * l) {
if (l == NULL) return -1;
int u = height(l->left); // ordine non importante 
int v = height(l->right);
if (u > v) return u+1;
return v + 1;

}
3030

Stampa di un alberoStampa di un albero

�� Una funzione molto utile quando scriviamo Una funzione molto utile quando scriviamo 
programmi che elaborano alberi programmi che elaborano alberi èè quellaquella
cheche stampastampa o o disegnadisegna ll’’alberoalbero. . 

�� LL’’approccioapproccio standard standard consisteconsiste nelnel teneretenere
tracciatraccia delldell’’altezzaaltezza didi un un nodonodo per per 
stamparlostamparlo..
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Stampa di un alberoStampa di un albero

void printnode(char x, int h) {
for( int i = 0; i < h; i++) cout << “   “;
cout << x << endl;

}

void draw(Node * l, int h) {
if (l == NULL) { printnode(‘*’, h); return;}
draw(l->right, h +1);
printnode(l->data, h);
draw(l->left, h+1);

}
3232

Stampa di un alberoStampa di un albero
draw(t, 0);
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Esempio uso alberi: Esempio uso alberi: 
costruzione di un torneocostruzione di un torneo

�� Supponiamo di voler costruire un Supponiamo di voler costruire un torneotorneo: ovvero un albero : ovvero un albero 
binario in cui il contenuto di ogni nodo binario in cui il contenuto di ogni nodo èè unauna copiacopia del del 
maggioremaggiore deidei suoisuoi figlifigli. In . In particolareparticolare ilil nodonodo allaalla radiceradice èè ilil
massimomassimo del del torneotorneo..

�� I I datidati sullesulle fogliefoglie sonosono I I datidati a a disposizionedisposizione nelnel problemaproblema, , 
mentrementre ilil restoresto delldell’’alberoalbero èè unauna strutturastruttura datidati cheche cici
consenteconsente didi determinaredeterminare ilil massimomassimo in in modomodo efficienteefficiente..
–– I dati di partenza sono memorizzati in un I dati di partenza sono memorizzati in un arrayarray

a[l], a[l], ……, a[r]., a[r].
–– Ricorsivamente dividiamo lRicorsivamente dividiamo l’’array in due parti a[l],array in due parti a[l],……,a[m] e ,a[m] e 

a[m+1],a[m+1],……,a[r] e costruiamo i tornei per queste due parti.,a[r] e costruiamo i tornei per queste due parti.
–– Costruiamo il torneo per lCostruiamo il torneo per l’’intero array, impostando i intero array, impostando i linklink di un nuovo di un nuovo 

nodo in modo che facciano riferimento ai due tornei calcolati nodo in modo che facciano riferimento ai due tornei calcolati 
ricorsivamentericorsivamente, , copianodcopianod poi in tal poi in tal enodoenodo il maggiore tra i due dati il maggiore tra i due dati 
che troviamo nelle radici di questi due tornei.che troviamo nelle radici di questi due tornei.

3434

Esempio uso alberi: Esempio uso alberi: 
costruzione di un torneocostruzione di un torneo

A M P L E

A M P L E

M

P

P

L
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Esempio uso alberi: Esempio uso alberi: 
costruzione di un torneocostruzione di un torneo

Node * torneo( int a[], int l, int r) {
int m = (l + r) / 2;
Node * x = new Node(a[m]);
if (l == r) return x;
x->left = torneo(a, l, m);
x->right = torneo(a, m+1, r);
int u = x->left->data;
int v = x->right->data;
if (u > v) 

x->data = u;
else

x->data = v;
return x;

} 3636

EsercizioEsercizio

�� Definizione: La Definizione: La lunghezza del camminolunghezza del cammino di di 
un albero un albero èè la la sommasomma deidei livellilivelli didi tuttitutti i i nodinodi
delldell’’alberoalbero. . 

�� ScrivereScrivere un un programmaprogramma cheche sfruttandosfruttando la la 
definizionedefinizione didi cui cui soprasopra calcolicalcoli la la lunghezzalunghezza
del del camminocammino didi un un alberoalbero..
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Alberi binari di ricercaAlberi binari di ricerca
BSTBST

3838

Alberi binari di ricercaAlberi binari di ricerca

�� Definizione: Un Definizione: Un albero binario di ricerca albero binario di ricerca ((binarybinary search search treetree
(BST)(BST)) ) èè un un alberoalbero binariobinario dove la dove la chiavechiave ((datodato) ) 
memorizzatamemorizzata in in ciascunciascun nodonodo èè maggioremaggiore o o ugualeuguale allaalla
chiavechiave didi tuttitutti i i nodinodi del del sottoalberosottoalbero sinistrosinistro didi quelquel nodonodo, e , e 
minoreminore o o ugualeuguale allealle chiavichiavi didi tuttitutti i i nodinodi del del sottoalberosottoalbero
destrodestro didi quelquel nodonodo..

H
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Alberi binari di ricercaAlberi binari di ricerca

�� Su un albero binario di ricerca di solito si Su un albero binario di ricerca di solito si 
definiscono alcune operazioni base:definiscono alcune operazioni base:
–– InserimentoInserimento di un nuovo dato nell’albero.di un nuovo dato nell’albero.
–– CancellazioneCancellazione di un dato dal BST.di un dato dal BST.
–– RicercaRicerca di un dato nel BST.di un dato nel BST.
–– OrdinamentoOrdinamento dei dati del BST.dei dati del BST.
–– Ricerca del minimo/massimoRicerca del minimo/massimo in un BST.in un BST.
–– Ricerca del successore/predecessoreRicerca del successore/predecessore in un BST.in un BST.
–– UnioneUnione di due BST.di due BST.

�� Nel seguito vedremo queste operazioni nel Nel seguito vedremo queste operazioni nel 
dettaglio, analizzandone le prestazioni.dettaglio, analizzandone le prestazioni.

4040

Inserimento in un BSTInserimento in un BST
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Inserimento in un BSTInserimento in un BST

�� Versione Versione ricorsivaricorsiva secondo la definizione di secondo la definizione di 
BST.BST.

void insert(Node *& s, char x) {
if (s == NULL) {

s = new Node(x);
return;

}
if (x < s->data)

insert(s->left, x);
else

insert(s->right, x);
}

4242

Inserimento in un BSTInserimento in un BST
�� Versione iterativaVersione iterativa

void Insert(Node * & s, char x) {
Node v = new Node(x);
Node * y = NULL;  Node * x = s;
while(x != NULL) {

y = x;
if (v->data < x->data) x = x->left;
else x = x->right;

}
if (y == NULL)  s = v;
else if (v->data < y->data)  y->left = v;
else y->right = v;

}
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Cancellazione in un BSTCancellazione in un BST
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Cancellazione in un BSTCancellazione in un BST

�� Versione Versione ricorsivaricorsiva

void remove(Node * & h, char v) {
if (h == NULL) return;
char w = h->data;
if (v < w) remove(h->left, v);
if (v > w) remove(h->right, v);
if (v == w) {

Node * t = h;
h = joinLR(h->left, h->right);
delete t;

}
}

4545

Cancellazione in un BSTCancellazione in un BST

// Unisce sottolaberi sinistro e destro 
Node * joinLR(Node * a, Node * b) {

if (b == NULL) return a;
partR(b, ‘0’); b->left = a;
return b;

}

// pone il k-esimo nodo più piccolo del BST alla radice
void partR(Node * & h, char k) {

char t = (h->left == NULL) ? ‘0’ : h->left->data;
if (t > k) { partR(h->left, k); rotR(h); }
if (t < k) { partR(h->right, k-t-1); rotL(h); }

} 4646

Cancellazione in un BSTCancellazione in un BST

// rotazione a destra
void rotR(Node * & h) {

Node * x = h->left;
h->left = x->right;
x->right = h;
h = x;

}

// rotazione a sinistra
void rotL(Node * & h) {

Node * x = h->right;
h->right = x->left;
x->left = h;
h = x;

}

4747

Cancellazione in un BSTCancellazione in un BST
�� La versione La versione ricorsivaricorsiva vista, prima puvista, prima può ò essereessere resaresa iterativaiterativa

sfruttandosfruttando ilil puntatorepuntatore al al nodonodo padre.padre.

Node * Tree_Delete(Node * &r, Node * z) {
Node * y;
if ((z->left == NULL) || (z->right == NULL))   y = z;
else y = Tree_Successor(z);
if (y->left != NULL) x = y->left;
else x = y->right;
if (x != NULL) x->parent = y->parent;
if (y->parent == NULL) 

r = x;
else if (y == y->parent->left) 

y->parent->left = x;
else

y->parent->right = x;
if (y != z) z->data = y->data;
return y;

} 

A differenza del caso precedente
qui passiamo direttamente il nodo
che vogliamo eliminare. 

4848

Unione di due BSTUnione di due BST

�� Altra operazione importante per gli alberi Altra operazione importante per gli alberi 
binari binari èè ll’’unineunine didi due BST.due BST.
–– Se uno dei due sottoalberi Se uno dei due sottoalberi èè vuotovuoto, , ilil risultatorisultato

delldell’’unioneunione èè ll’’altroaltro sottoalberosottoalbero..
–– AltrimentiAltrimenti, , combiniamocombiniamo I due BST I due BST eleggendoeleggendo

((arbitrariamentearbitrariamente) la ) la radiceradice del primo BST a del primo BST a 
radiceradice del del nuovonuovo BST, e BST, e inserendoinserendo allaalla radiceradice
del del secondosecondo BST BST quellaquella radiceradice, e , e combinandocombinando
quindiquindi ((ricorsivamentericorsivamente) la ) la coppiacoppia deidei due due 
sottoalberisottoalberi didi sinistrasinistra e e didi destradestra. . 
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Unione di due BSTUnione di due BST

Node * join(Node * a, Node * b) {
if (b == NULL) return a;
if (a == NULL) return b;
insert(b, a->data);
b->left = join(a->left, b->left);
b->right = join(a->right, b->right);
delete a;
return b;

}

5050

Minimo e Massimo in un BSTMinimo e Massimo in un BST

�� L’elemento in un BST la cui chiave sia L’elemento in un BST la cui chiave sia 
minima (massima) puminima (massima) può ò essereessere determinatodeterminato
seguendoseguendo ilil nodonodo leftleft ((right, right, rispettivamenterispettivamente).).

Node * Tree_Min(Node * t) {
// we assume t != NULL
while(t->left != NULL)

t = t->left;
return t;

}

Node * Tree_Max(Node * t) {
// we assume t != NULL
while(t->right != NULL)

t = t->right;
return t;

}

5151

Successore di un nodo in un BSTSuccessore di un nodo in un BST

�� Spesso Spesso èè importanteimportante determinaredeterminare ilil successoresuccessore
nellnell’’ordinamentoordinamento determinatodeterminato dada unauna visitavisita inorderinorder
delldell’’alberoalbero..

�� Se Se tuttetutte le le chiavichiavi sonosono distintedistinte, , ilil successoresuccessore didi un un nodonodo X, X, 
èè ilil nodonodo con la con la pipiùù piccolapiccola chiavechiave minoreminore delladella chiavechiave didi X.X.

Node * Tree_Successor(Node * x) {
if (x->right != NULL) 

return Tree_Min(x->right);
Node * y = x->parent;
while( (y != NULL) && (x == y->righ) ) {

x = y;
y = y->parent;

}  
return y;

}

Notare che in questa realizzazione,
sfruttiamo il fatto che nel nodo 
memorizziamo anche il puntatore
al padre (i.e., y->parent).

5252

Ricerca in un BSTRicerca in un BST

�� L’operazione piL’operazione piùù comunecomune susu un BST un BST èè la la ricercaricerca didi
unauna chiavechiave memorizzatamemorizzata nellnell’’alberoalbero..
–– La La proceduraprocedura analizzaanalizza la la radiceradice tracciandotracciando un un percorsopercorso

nellnell’’alberoalbero. . 
–– Per Per ogniogni nodonodo X X delldell’’alberoalbero incontratoincontrato, , confrontaconfronta la la 

chiavechiave del del nodonodo X con la X con la chiavechiave cercatacercata..
�� Se le due Se le due chiavichiavi sonosono ugualiuguali, , abbiamoabbiamo terminatoterminato..
�� Se la Se la chiavechiave èè minoreminore delladella chiavechiave didi X, continuo la X, continuo la ricercaricerca sulsul

nodonodo sinistrosinistro..
�� Se la Se la chiavechiave èè maggioremaggiore delladella chiavechiave didi X, continuo la X, continuo la ricercaricerca

sulsul nodonodo destrodestro..
�� La La complessitcomplessitàà asintotticaasintottica didi questoquesto algoritmoalgoritmo èè O(hO(h) dove h ) dove h èè

ll’’altezzaaltezza del BST. del BST. 

5353

Ricerca in un BSTRicerca in un BST

Node * Tree_Search(Node * x, int k) {
if ((x == NULL) || (x->data == k)) return x;
if (k < x->data)

return Tree_Search(x->left, k);
else

return Tree_Search(x->right, k);
}  

5454

Ricerca in un BSTRicerca in un BST

Node * Tree_Search(Node * x, int k) {
while ((x == NULL) || (x->data == k)) {

if (k < x->data)
x = x->left;

else
x = x->right;

}
return x;

}  
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PerformancesPerformances degli algoritmi degli algoritmi 
analizzati sui BSTanalizzati sui BST

�� Mediamente le operazioni sui BST sono Mediamente le operazioni sui BST sono 
proporzionali all’altezza dell’albero.proporzionali all’altezza dell’albero.

�� L’algoritmo di ricerca sull’albero effettua in L’algoritmo di ricerca sull’albero effettua in 
media media h h confronti nel caso che l’albero sia confronti nel caso che l’albero sia 
abbastanza “bilanciato”.abbastanza “bilanciato”.

�� Nel caso in cui l’albero binario degeneri in Nel caso in cui l’albero binario degeneri in 
una lista, si ha il caso peggiore, infatti una lista, si ha il caso peggiore, infatti 
occorre scorrere tutta la lista per trovare occorre scorrere tutta la lista per trovare 
l’elemento.l’elemento.

5656

EserciziEsercizi

�� Che cosa succede se effettuo una visita Che cosa succede se effettuo una visita 
inorderinorder di un BST?di un BST?

�� AddAdd some some exerciceexercice..

5757

Alberi binari bilanciatiAlberi binari bilanciati

�� Gli algoritmi visti operanti su alberi binari si Gli algoritmi visti operanti su alberi binari si 
comportano in modo soddisfacente in una comportano in modo soddisfacente in una 
stragrande maggioranza di casi, anche se in stragrande maggioranza di casi, anche se in 
presenza dei casi peggiori forniscono prestazioni presenza dei casi peggiori forniscono prestazioni 
non sempre soddisfacenti.non sempre soddisfacenti.

�� SofrtunatamenteSofrtunatamente, il caso peggiore ha buona , il caso peggiore ha buona 
probabilitprobabilitàà didi verificarsiverificarsi nellanella praticapratica (file (file gigiàà
ordinatiordinati in in sensosenso inversoinverso, , alternanzealternanze didi chiavichiavi
grandigrandi e e piccolepiccole,,……).).

�� La situazione ideale La situazione ideale èè quellaquella in cui in cui ll’’alberoalbero BST BST èè
perfettamenteperfettamente bilanciatobilanciato..

5858

Esempio albero BST perfettamente Esempio albero BST perfettamente 
bilanciatobilanciato
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Albero BST bilanciatoAlbero BST bilanciato

�� Definizione: un nodo di un albero con almeno un figlio Definizione: un nodo di un albero con almeno un figlio èè
dettodetto internointerno. . AltrimentiAltrimenti ilil nodonodo èè dettodetto esternoesterno..

�� Definizione: un albero binario di ricerca di N nodi Definizione: un albero binario di ricerca di N nodi èè
bilanciato se ha altezza non maggiore di bilanciato se ha altezza non maggiore di ��loglog(N)(N)�� e N+1 e N+1 
nodi esterni.nodi esterni.
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Bilanciamento di un BSTBilanciamento di un BST

�� Una soluzione al problema di migliorare le Una soluzione al problema di migliorare le performancesperformances
degli algoritmi sugli alberi, consiste nel periodicamente degli algoritmi sugli alberi, consiste nel periodicamente 
bilanciarebilanciare l’albero.l’albero.

�� Un algoritmo lineare per bilanciare un BST consiste nel Un algoritmo lineare per bilanciare un BST consiste nel 
partizionarepartizionare un BST mettendo la mediana alla radice, e un BST mettendo la mediana alla radice, e 
ripetendo il procedimento per i sottoalberi. ripetendo il procedimento per i sottoalberi. 

voidvoid BalanceBalance((NodeNode * & h) {* & h) {

ifif ((h == NULL) || (h((h == NULL) || (h-->data == 1)) return;>data == 1)) return;

partR(h, hpartR(h, h-->data/2);>data/2);

Balance(hBalance(h-->>leftleft););

BalanceBalance(h(h-->>rightright););

}  // assumiamo 1 valore minimo.}  // assumiamo 1 valore minimo.


